









Моделирование методом конечных элементов неоднородных систем  




Предложено дальнейшее развитие аналитического метода конечных элементов для исследования 
напряжѐнно-деформированного состояния неоднородных трѐхмерных систем твѐрдых тел 
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The further development of an analytical method of final elements for research of the stress-strain state of 
non-uniform three-dimensional systems of firm bodies is offered. 
Keywords: non-uniform three-dimensional systems of firm bodies, method of final elements, analytics, 
development of a method. 
 
Введение. Встречающиеся в природе и применяемые в производстве твердые тела об-
ладают большим количеством свойств, учесть которые одновременно во многих случаях не 
представляется возможным. Поэтому при исследовании состояния твѐрдых тел под нагруз-
кой выделяют те свойства, которые могут оказаться значимыми для целей исследования. 
В классической теории упругости рассматривается однородное линейно-
деформируемое твѐрдое тело, заданной формы и с заданными физико-механическими харак-
теристиками. На тело действуют заданные нагрузки и наложены некоторые связи. Требуется 
определить напряжения, деформации и перемещения в теле. При решении таких задач при-
нимаются следующие допущения [1], [2]: 
1. Материал деформируемого твѐрдого тела (элемента системы деформируемых 
твѐрдых тел) представляет собой сплошную среду. 
Из допущения сплошности следует непрерывность распределения внутренних сил по 
объѐму тела. Если говорить о напряжениях, переходим к пределу отношения внутренних 
сил, действующих на некоторой площадке к еѐ площади, стремящейся к нулю, что имеет 







где σν – вектор напряжений в точке, ν – нормаль к площадке ΔS. 
2. Деформации в точках тела считаются малыми.  
Это допущение говорит о малости изменений размеров тела под действием нагрузок.  
Системы деформируемых твѐрдых тел. Принятые гипотезы послужили основой для 
разработки подходов к исследованию состояния деформируемых твѐрдых тел под нагрузкой, 
которую стало возможным рассматривать не только как определѐнные внешние силы, но и 
как действие некоторых объектов внешней среды с возможным учѐтом их изменѐнного со-
стояния. Таким образом, мы приходим к понятию физической (механической) системы. 
В общем случае под системой понимают конечное множество элементов и связей между 
ними и между их свойствами, действующими с определенной целью как целостное образование. 
В настоящей работе рассматриваются системы, элементами которых могут быть неде-
формируемые и деформируемые твѐрдые тела, рассмотренные совместно с их свойствами и 
связями. Свойства системы зависят от свойств составляющих еѐ элементов, но в целом будут 
другими. В задачах механики деформируемого твѐрдого тела и механики грунтов системы 
содержат элементы разных типов и обладают разнородными связями между ними. Такие си-
стемы называют большими и сложными. Основными характерными особенностями сложных 
систем являются: уникальность, разнородность системы, слабая структурированность теоре-
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тических и фактических знаний о системе; многокритериальность оценок процессов, проте-
кающих в системе [3], [4], [5]. Из изложенного очевидно, что исследование систем деформи-
руемых твѐрдых тел методологически и функционально имеет принципиальные отличия от 
методов исследования отдельных деформируемых твѐрдых тел. Основу этой методологии 
составляют математическое моделирование систем, численные методы исследования мате-
матических моделей систем, вычислительный эксперимент. 
Подходы к исследованию деформаций трѐхмерных систем твѐрдых тел. Системный 
подход. Свойства системы, как сложного объекта, не обнаруживаются в свойствах еѐ отдельных 
подсистем. Следовательно, изучение целого путѐм анализа его частей и суперпозиции их 
свойств непригодно для больших и сложных систем. А для физических нелинейных систем 
принцип прямой суперпозиции и вовсе непригоден. Решением проблемы становится системный 
подход [3], суть которого состоит во взаимосвязанном рассмотрении всех элементов (подсистем) 
системы. Основным при системном подходе является определение цели. Для каждой цели дол-
жен быть выбран свой надѐжный критерий эффективности. Например, для деформируемых си-
стем это может быть удовлетворение принципа стационарности полной энергии системы. Си-
стемный подход есть система принципов. Принципы системного подхода – это некоторые 
утверждения общего характера, обобщающие опыт человека по исследованию сложных систем. 
Системный подход при исследовании различных систем, явлений, объектов позволяет 
с единых позиций строить общую методологию исследования указанных систем и процессов 
независимо от их природы. Эта методология содержит следующие этапы. 
Этап 1. Определение системы. 
1. Определение системы и области еѐ существования. 
2. Определение исследуемой функции системы. 
3. Определение краевых условий. 
4. Декомпозиция системы вплоть до простых элементов. 
5. Определение свойств элементов системы и модулей. 
6. Нахождение связей между элементами и модулями системы. 
Этап 2. Построение математической модели. 
1. Формальное описание исследуемой функции. 
2. Разработка дискретной модели системы. 
3. Разработка алгоритмической модели. 
Этап 3. Исследование системы при различных входных воздействиях  
При исследовании систем механики деформируемого твѐрдого тела и механики грун-
тов возникают проблемы в связи с количеством объектов исследуемых систем, разнородно-
стью их свойств и изменением этих свойств в процессе функционирования системы. 
Математическое моделирование. Суть математического моделирования заключается 
в том, что различные изучаемые процессы могут иметь одинаковое математическое описа-
ние. Это значит, что если система определена и ее функция может быть описана с помощью 
математических и логических предложений, то исследование системы возможно математи-
ческими средствами и средствами вычислительной техники. 
Построение математической модели системы. Так как природа элементов системы может 
быть различна, то это качество системы и принципы системного подхода в целом позволяют по-
дойти к исследованию систем на высоком содержательном уровне. Наполнение системы опреде-
ляет еѐ предметную направленность и этим предопределяют методологию и технологию еѐ иссле-
дования. В настоящей работе ставится задача исследования напряжѐнно-деформированного со-
стояния системы деформируемых твѐрдых тел в целом и на уровне еѐ отдельных элементов. Для 
этого в каждом конкретном случае необходимо определить содержание границы и наполнение 
системы. От всего этого зависит облик исследуемой системы. Изложенный материал позволяет 
дать более строгое определение математической модели системы или объекта. 
Математическая модель это конечная совокупность логико-математических пред-
ложений, адекватно отражающих основные закономерности и особенности реального объ-
екта или системы, которые имеют свою среду (пространство) и условия существования. 
Всякая реальная система или объект всегда имеют определенные связи с внешней сре-




другие качества в математической модели должны иметь своѐ отображение, а это значит, что 
математическая модель может иметь свою структурную схему [3], [4]. Для краевых задач 
механики грунтов структурная схема имеет вид: 
1. Геометрическая модель деформируемой среды, 
2. Уравнения состояния элементов структуры деформируемой среды, 
3. Система краевых условий, 
4. Условия равновесия (устойчивости) системы, 
5. Математическая модель результата решения. 
Предлагаемая структурная схема является общим эффективным алгоритмом построения 
математических моделей систем или объектов. В современной науке и технике возникающие 
проблемы, как правило, сводятся к построению математических моделей физических систем и 
разработке методов их исследования. В настоящее время наиболее эффективным методом ис-
следования систем деформируемых твѐрдых тел является метод конечных элементов. 
Аналитический алгоритм метода конечных элементов для исследования напря-
жѐнно-деформированного состояния неоднородных трѐхмерных систем твѐрдых тел  
Применение метода конечных элементов для исследования физических систем преду-
сматривает дискретизацию исследуемых систем, определѐнных в двумерном или трѐхмерном 
пространстве [2], [3]. Вопрос дискретизации трѐхмерных объектов и систем деформируемых 
твѐрдых тел более сложный, чем объектов и систем в двумерном пространстве. В настоящей 
работе применѐн принцип и алгоритм согласованной объѐмной дискретизации объектов и 
систем в трѐхмерном пространстве [3]. Дискретизацию будем производить конечными эле-
ментами в форме параллелепипедов, каждый из которых в свою очередь разбивается на 
шесть равновеликих тетраэдров тремя секущими плоскостями. В объѐме параллелепипеда 
противоположные грани должны быть гомеоморфными, рисунок 1, что является основным 
условием согласованной дискретизации элементов системы твѐрдых тел. 
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    Рисунок 1 – Дискретизация параллелепипеда   Рисунок 2 – Тетраэдр 
 
Для тетраэдра основное уравнение метода конечных элементов имеет следующий вид: 
},]{[}{ gKR                                (1) 
где gR ,  – векторы узловых усилий и перемещений соответственно, K  – матрица жѐсткости. 
Исследуемая физическая система, исходя из еѐ размеров, структуры и свойств, подле-
жит нерегулярной дискретизации тетраэдрами. Для каждого тетраэдра строится локаль-
ная матрица жѐсткости, учитывающая его оригинальные геометрические и физико-
механические характеристики. Глобальная матрица жѐсткости системы получается как 
сумма всех локальных матриц. Аналитический алгоритм построения локальной матрицы 
жѐсткости покажем на примере одного произвольного трѐхмерного конечного элемента. 
Конечноэлементные соотношения для тетраэдра будем выводить, полагая, что к его 
вершинам приложены узловые усилия: ,,,,,,,,,,,, 444333222111 ZYXZYXZYXZYXR
T
 ко-




Для тетраэдра можно взять линейные функции для перемещений 
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A      (4) 
.1221 
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      (5) 
Так как (2) имеет место для любой точки тетраэдра, то для его узлов будем иметь 







































































B                 (7) 
)4,1(,, izyx iii  – координаты узлов тетраэдра. 
Из (6) следует 
1
,B g                         (8) 
где
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nkji ,,,  – номера вершин элементарного тетраэдра. 
Остальные значения dcba ,,,  получаются круговой перестановкой индексов. Отметим, 




в (2) определять сразу так, как это описано для опре-
деления соответствующих коэффициентов для плоской задачи [3, п. 3.4.2]. 
Используя уравнения Коши и обобщѐнный закона Гука, получим: 
,C             (9) 
,CEE                         (10) 
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где ,G  – модуль сдвига и коэффициент Ламе единичного элемента. 
Подставим (8) в (9) и (10), тогда получим: 
,
1
gBC         (13) 
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Подставив в (15) выражения (13) и (14) и учитывая, что в рассматриваемом случае все 
матрицы и g  не зависят от текущих координат, получим 
,gDEDR
T
            (16) 
следовательно, для тетраэдра: 
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K                  (18) 














ij  i – номер 
узла, связанного с узлами j; i, j=1,2,3,4; 2G , G, λ – модуль сдвига и коэффициент 







Коэффициенты Е и µ при построении глобальной матрицы жесткости включаются в 
структуру соответствующих вычисляемых матриц. Глобальная матрица жесткости системы, 
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, производится, учитывая номера конечных элементов и узлов. 
Покажем сказанное на примере для двумерной задачи. Пусть дискретизованная область име-
ет вид прямоугольника (рис 3). Глобальная матрица жесткости для этого ансамбля может 





Рисунок 3 – Схема дискретизации 
 
1) формируем соответствующее матричное поле, пока не заполненное (двумерный массив); 
2)  рассматриваем i-й конечный элемент и для него вычисляем матричные коэффициен-
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                                (20) 
которые прибавляем к глобальной матрице на позиции, определяемые глобальными номера-
ми рассматриваемых узлов и конечных элементов (верхние индексы). Следовательно, со-




































































Ввиду того, что матрица жесткости системы имеет ленточную структуру и симметрич-
на относительно главной диагонали, в памяти ЭВМ достаточно сформировать и хранить 
элементы верхней или нижней полуленты. После построения матрицы жесткости [K] всей 
системы, составляется система линейных уравнений 
[K]{ }= {P},                     (21) 
где nn
T
YXYXYXP ,,...,,,, 2211  – вектор узловых сил; nn
T
VUVUVU ,,...,,,, 2211  – 
вектор узловых перемещений. 
В своѐм первоначальном виде система решения не имеет, т.к. матрица жѐсткости [K] 
сингулярная – еѐ главный определитель равен нулю. Учѐт граничных условий приводит к 
изменению матрицы жѐсткости [K] и векторов {P} и { }. Матрица [K] уже не будет сингу-
лярной и система (21) будет иметь решение. 
Для реальных задач система (21) имеет порядки, измеряемые сотнями уравнений. Наибо-
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